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1. D& resposta aos apartados seguintes:
a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A+ 1 é invertible, despexa X na

ecuacion 4 — X = AX.

(0 -1 v =
b) SeA—(1 3),calcuIaXtanueA X = AX.
Solucioén:
la)A-X=AXeoA=AX+XeoA=A+DXSX=A+1)A

1

1.b) Claramente, A+ = (1

_D Posto que det(A +1) =4+ 1 = 5, tense

asir=d(t D=2 D)

e polo tanto

1 — 1 —
a3 D0 DA D

Alternativa para 1.b): Desenvoélvase a idea seguinte: calcular a, 8,y e § tales que
G -0 9-G 26 5
1 3 y & 1 3/\y &/

2. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Mediante integracién por partes, demostra que [Inx dx = x(Inx — 1) + C. Logo, demostra a
mesma igualdade mediante derivacion.

In x se x € (0,e],

di que relacion ten que existir entre os parametros a € b
ax+b se x € (e ),

b) Se f(x) = {

para que f sexa continua e cales tefien que ser os seus valores para que f sexa derivable.
c) Calcula a area da rexion encerrada polo eixe X, a recta x =4 e a grafica de f(x) =
{lnx se x € (0,¢e],

E se x € (e, ).
Solucién:
2.a) Empregando a férmula de integracion por partes con
u=Inx, du = Zdx,
X
dv=dx, v=x,
tense [Inx dx = [udv=uv— [vdu=xInx— [dx=xInx—x+C =x(Inx—1) +C.

Por outra banda,

/ 1
(x(Inx—1)+C) = (x(lnx — 1)) =lnx—-1 +x;= In x.
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2.b) Estudanse a continuidade e a derivabilidade no unico punto conflitivo, que é x = e.
Continuidade:
f(e) =lne =1, l;gnf(x)=lgge11nx=lne=1, lgrelf(x)=l;&1(ax+b)=ae+b. En
consecuencia, f € continua se, e soamente se, ae+ b = 1.
Derivabilidade:
Nétese en primeiro lugar que, para que f sexa derivable, a condicion ae + b = 1 tense que

cumprir, xa que a continuidade é condicidon necesaria para a derivabilidade. Por outra
1

banda, f'(x) = {; se x€(0e) de onde limf'(x) =lim=== e limf'(x) = lima = a.
a se x€ (e' oo)‘ xTe xTe X e xle xle

Concluese que f é derivable se, e soamente se, a = % eb=0.

Alternativa para o estudo da derivabilidade: substituase b por 1 — ae na expresion de f (xa

que non pode ser derivable se non é continua) e empréguese a definicién de derivada. E

dicir, comprébese para que valor ou valores de a os limites limZ2~© ¢ jjy, [0/
xTe x—e xle x—e

existen e son iguais.

2.c)
De acordo coa figura, a area pedida é a seguinte (o adxectivo “encerrada” obriganos a
considerar a rexion raiada):
Ine=1,In1=0
e 4x _ a8t £4_/ 16 e? _ 8 e _ zetle—e’
A—fllnxdx+feedx—[x(lnx 1)]1+[28L—1+Ze —=l+-—-=—"—u’~
2.5839 u?,
onde u indica “unidade de lonxitude”.
3. Pidese:

a) Calcular o angulo do intervalo [0°,90°] que forman os vectores a’(—%,%,o) e

13( 1 —-1+/2 1)
2’ 2 AR/)
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b) Obter a ecuacién implicita do plano que pasa polo punto P(1,—3,0) e é perpendicular & recta
{x -y + 2z = 1,
y — z = 0.

¢) Calcular a distancia do punto Q(1,1,1) ao plano m: —x + y + z + 4 = 0 e o punto simétrico de

Q respecto a 7.

Solucion:

3.a) Se - denota produto escalar de vectores, | | valor absoluto e || || norma euclidiana,
[

L no sentido

sabese que o angulo pedido a esta determinado pola ecuacion cosa =

de que € o unico angulo a do intervalo [0°,90°] que satisfai esa igualdade.
Dado que
Y

_ 1
2

1+\/—) | _
22l ~ 2z

N 1
o |u-v|l= |

o il = /§+§=1e

(1 zv_+2) (1 zv_+2) %‘ 1+1— 2¢_+2+24_
. 19l = 2 = : e

chégase a que cosa = E’ de onde a = arccos (E) = 60°.

3.b) Chamemos m ao plano pedido e r & recta dada. Pédese obter un vector normal a  a partir

—, /0 1 -1
de dous puntos de r: R(1,0,0),5(0,1,1) € r, e en consecuencia 7, = RS = (1) - (0) = ( 1 ) é
1 0 1

1 0

normal a 7. Alternativamente, podese obter 7, do produto vectorial <—1> ><< 1 ) Como &
2 -1

pasa por P(1,—3,0), a sUa ecuacion é m:—(x— 1)+ (y+3)+z=0, e como —(x—1) +

+3)+z=—x+1+y+3+z=—-x+y+z+4, concliese que a ecuacion implicita de
ném—x+y+z+4=0.

3.c)d(Q,m) = \/% = \% = % ~ 2.8868. Pasemos a obtencion do punto simétrico.

A recta r que pasa por Q(1,1,1) e é perpendicular

Q1.1,19) am:—x+y+z+4=0vén dada por
r x=1-2,
™ ryy=1+4, A1€R.
z=1+ 24,
Q*

| Calculo de 0* = r
' —1-D+1+A+1+1+4

=—1+1+1+A+1+21+4

Q. 2) 5

(punto simétrico) =31+5=0=1= EY
* =1+2=8evyv=z=1-2=-2 gdicir 07 (8 =2 -2
deondeQ(x,y,z)conx—1+3—3ey—z—1 = 3,ed|C|r,Q(3, 3 3).
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Calculo de Q'(x',y’,z"), punto simétrico pedido:

1+x 8 13

=—=34+3x' =16 3x' =13 = x' =—,

2 3 3
14y

2 7

=——-o3+3y=-4d4o3y=-Tey =—

2 3 + 3y y y 3
z'=y'

En definitiva, Q' (? - g)

4. Da resposta aos apartados seguintes:

a) O 40% dos habitantes dunha certa comarca tefien camelias, o 35% tefien rosas e 0 21%
tefien camelias e rosas. Se se elixe ao azar a un habitante desa comarca, calcular as cinco
probabilidades seguintes: de que tefia camelias ou rosas; de que non tefia nin camelias nin
rosas; de que tefla camelias, sabendo que ten rosas; de que tefia rosas, sabendo que ten
camelias; e de que soamente tefia rosas ou soamente tefia camelias.

b) Se nun auditorio hai 50 persoas, cal é a probabilidade de que polo menos 2 tefian nacido no
mes de xaneiro?

Solucion:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “ter rosas” e C = “ter camelias”.

Sabemos que P(C) = 0.4, P(R) = 0.35 e P(C nR) = 0.21. As probabilidades pedidas son,
por orde, as seguintes:

e P(CUR)=P()+P(R)—P(CNR)=04+0.35-0.21 = 0.54.

e En virtude dunha das leis de De Morgan, C nR = C UR. Consecuentemente,

P(CNR)=P(CUR)=1—-P(CUR) =1-0.54 = 0.46.

P(CAR) 021
e P(CIR) = PR) =035 0.6.

PR — 821 — 0.525.
P(C) 0.4

e P((RNC)U(CNR))=PRNC)+P(CNR), xaque os sucesos RN C e CNR son

e P(R|IC) =

incompatibles. De P(R) = P(RNnC)+ P(Rn C) deducese que P(RNC) = 0.35—
021=0.14, e de P(C) =P(CNR)+P(CNR) que P(CNR)=04—-021=0.19.

Por ultimo, P((RNC) U (CNR)) = 0.14 + 0.19 = 0.33. s

o Gy / ><
Alternativa para o calculo de P((R n C) U (C n R)) (ver debuxo): Ef. . % #
P(RNCO)u(CNR)=P(RUC)—P(RNC)=0.54—0.21=0.33. ¢
4.b) X = “n.° de persoas nacidas no mes de xaneiro, de entre as 50”. . o

X-B (50, %) é dicir, X segue unha distribucién binomial de parametros n =50 e p = é =

0.083; logo g = 1 — p = — = 0.916. Pidese P(X > 2).

PX>2)=1-PX<2)=1—-{P(X=0)+P(X =1}
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Posto que P(X = 0) = (*)p%q° = (%)50 ~ 00129 e P(X = 1) = (**)plq* = 50%(%)49 ~

0.0586, téfiense sucesivamente P(X =0)+P(X =1) = 0.0129 + 0.0586 = 0.0715 e
P(X>2)~1-0.0715 = 0.9285.

Nota: se se tomap = % ~ 0.0849, obtense P(X > 2) = 0.9333.

V4
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1. Da resposta aos apartados seguintes:

a) Discute, segundo os valores do parametro m, o0 seguinte sistema:

2x - y + 3z = 0,
my + (3—-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resodlveo, se é posible, nos casos m =0e m = 4.

V4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

Solucién:
1.a)
2 -1 31 0O\ F;-F—-F /2 -1 31 0
0 m 3—-m|-6] — >0 m 3—-m|—-6|, polo que o sistema dado
2 -1 ml 6 0 0 m-—31 6
equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de ser triangular:
2x - y + 3z = 0,
my + @B-m)z = -6,
(m—-3)z = 6.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo

calculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # 3, téfiense que z =
% € que a segunda ecuacion queda reducida a igualdade my = 0, de onde se infire a

sUa vez que y = 0 cando, ademais de ser m # 3, € m # 0. Resulta agora clara a discusion
que segue:

e Casom e R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucion).

6 3z

A solucion é a seguinte: z = y=0,x= -5

m-3’
e Casom = 3: o sistema & incompatible (non ten solucién), porque a terceira ecuacion
do sistema triangular queda 0 = 6.

e Casom = 0: o sistema triangular é

2x — y + 3z = 0,
3z = -6,
-3z = 6,

deondez=-2,y=1€eR, ex = % E dicir, o sistema é compatible indeterminado

(ten infinitas solucions).

0
—6>, respectivamente,

. 2 -1 3 2 -1 3
Alternativa para 1.a): Sexan A = (o m 3 —m) e A = (0 m 3-m
6

2 -1 m 2 -1 m

a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |2 ~!|=2m e |7} 3|=-m+3 non se

anulan avez, 2 <rankA < rank4* < 3.

-1
0 m 3—-m
2 -1 m

detA = =2m?-2(B-m)—6m+23—-m) =2m?—-6m=2m(m - 3),

e polo tanto det A = 0 se, e s6 se, m € {0,3}. Consecuentemente, a discusion é a seguinte:
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e Casom € R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucion),

xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incognitas.

2 -1 3] 0 2 3 0
e Casom=0: rankAzZeA*=<o 0 3—6). Como |0 3 -6/=36—36=0, tense
2 -1 ol 6 2 0 6

rankA =rankA* =2 < n.° de incégnitas, e polo tanto o sistema é compatible

indeterminado (ten infinitas solucions).

2 -1 3] 0 2 -1 0
e Caso m=3: rankd=2 e A" = (o 3 O—6>. Como o 3 -6/=36+12—-12=
2 -1 3l 6 2 -1 6

36 # 0, tense rank A =2 < rankA* = 3, e polo tanto o sistema é incompatible (non

ten solucién).
A+6

1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son ; _ f ’A € R. (Ver apartado 1.a).)
zZ=-2,
Se m = 4, asolucion é z = % =6,y=0ex= —32—2 = —? = —9. (Ver apartado 1.a).)
Nota: se se opta pola solucién que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucién do apartado 1.b) pasa por escribir o sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 4 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

. Considérese a funcion f(x) = x?e™*. Pidese:
a) Calcular os limites lim f(x) e lim f(x).
X—00 X—>—00
b) Determinar intervalos de crecemento e de decrecemento, extremos relativos e puntos de
inflexion.
c) Calcular [ f(x)dx.

Solucion:

o - 0 (indeterminacién) IND. Z, L'Hépital IND. Z, L’ Hépital

\ A

2.a) llrgf(x) = li_)%xze‘x =limZ = lim Z = lim eix = 0. Falando con rigor, a regra de L’Hopital

X—00 € X—00 € X—00

. . . . 2 .
dinos que lim f (x) existe e vale 0 porque lim — existe e vale 0.
X—00 X—o0 €
No segundo limite non hai indeterminacion: lim f(x) = lim x%e™ = 00 - 0 = co.
X—>—00 X—>—00

2.b) Dom f = R. A derivada f'(x) = 2xe™ — x?e™* = xe (2 — x) ten o signo de x(2 — x), xa

- | + . = que e™* é sempre positivo. Logo f decrece
I I

0 2 estritamente en (—,0), crece estritamente en
SIGNO DE f".

(0,2) e decrece estritamente en (2, ).
Ao ser f continua, ten un minimo relativo estrito en x = 0 e un maximo relativo estrito en

x = 2. Non ten outros extremos.

V4
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Pasamos agora ao estudo das posibles inflexions. f'(x) = (2x — x?)e™*, de onde f"(x) =
(2—-2x)e™*— (2x —x%)e™* = (2 —2x — 2x + x2)e™ = (x? — 4x + 2)e™*. Polo tanto, f"' ten

o0 signo de x? — 4x + 2, cuxas raices son

X

_4i\/16—8_4i\/§_412\/7_2

+ V2.
2 2 2 V2

Agora podemos marcar no debuxo seguinte o signo de f'":

- | = | -

2— /2205858 24 V2~ 3.4142

SIGNO DE f".

(Se houbera dubidas, bastaria comprobar o signo de f"' nun punto calquera de cada un

dos tres intervalos de interese.)

Esta analise dinos que f € convexa en (—,2 —+/2), concava en (2 —+2,2 ++2) e de

novo convexa en (2 +v2,). A funcion f presenta polo tanto dous puntos de inflexién: en
x=2—-+V2eenx=2+2.

2.c) Empregando a férmula de integracion por partes con

tense

u = x?, du = 2xdx,

dv =e%dx, v=-—e7%,

ff(x)dx = fxze‘xdx = fudv =uv—fvdu =—x2e_x+2fxe_xdx.

Usando de novo o método de integracion por partes, esta vez con

u=x, du = dx,

dv=e*dx, v=-—-e%,

chégase a que [ xe *dx = —xe™ + [ e *dx.

Consecuentemente,

ff(x)dx = f x?e ¥dx = —x%e ¥ + 2 {—xe"‘ + f e‘xdx} =—x%e ¥ —-2xe*—2e¥+C

= (—xz

—2x—2)e*+C=—(x?+2x+2)e*+C.

3. Daresposta aos apartados seguintes:

a) Estuda a posicion relativa dos planos m;:mx —y+2 =0 e m,:2x + 3y = 0 en funcién do

parametro m.

b) Obtén a ecuacion implicita do plano que pasa polos puntos A(0,0,0), B(1,0,1) e €(0,1,0).

c) Calcula o punto simétrico

Solucion:

do punto P(1,2,3) con respecto ao plano : —x + z = 0.

3.a) Os planos nunca coinciden, xa que 0(0,0,0) € m, \ m; para calquera valor de m. Agora,

como 1, (m,—1,0) e 1,,(2,3,0) son normais, respectivamente, a n; e a m,,
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T, e T, son paralelos < 7, e n, son paralelos < > ="3 Sm= —3

. . . 2
0 que a sua vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {— 5}.

m -1 O)eA*:(m -1 0|2

Alternativa para 3.a): Sexan A = (2 3 0 2 3 olo

). Posto que |_31 (Z)l =
—6 # 0, tense que rankA* = 2 para calquera valor de m. Por outra banda, |gl _31| =

3m+2=0=m= —z. Segundo esta analise:

V4
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2
e Se m= — 3 rankA =1 <rankA* =2, polo que os planos son paralelos non

coincidentes.

2

e Sem€eR\ {— g}’ rank A =rank A* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.

3.b) Os vectores E(1,0,1) e E(O,l,O) son xeradores do plano pedido, ao que chamaremos .

X y z

X y z
Ademais, A(0,0,0) em, polo que m:|1 0 1f{=0. Como |1 0 1|=z—x, a ecuacion
0O 1 0 01 0
implicita do plano é m: —x + z = 0.
3.c) A recta que pasa por P(1,23) e €
P1.2.3) perpendicularam:—x+z=0¢&
i x=1-2,
i rijy =2, AER
p z=3+41
[ Célculode P* =rnm:
|
—1-D+34+1=0=221+2=0= 1
=1,
Pyl 2)
(punto simétrico) de onde P*(x,y,z) con x =1—(-1) =2,

y=2ez=3+(-1) =2, édicir, P*(2,2,2).

Calculo de P'(x',y’, z"), punto simétrico pedido:

1+x'
=20 1+x' =4 x" =3,

2+y
> =22ty =4y =2,

3+7
> =2o3+z =42z =1

En definitiva, P'(3,2,1).

4. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcula P(A) se P(B) = 0.8,
P(ANnB) =0.2e P(AUB) é o triplo de P(4).
b) Nun determinado lugar, a temperatura maxima durante o mes de xullo segue unha

distribucién normal de media 25°C e desviacion tipica 4°C. Calcula a probabilidade de que a

9
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temperatura maxima dun certo dia estea comprendida entre 21°C e 27.2°C. En cantos dias

do mes se espera que a temperatura maxima permaneza dentro dese rango?

Solucioén:

4.a) Temos 3P(A) =P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANnB), de onde en primeira instancia se

obtén 2P(A) = P(B) — P(ANnB) =0.8—0.2 = 0.6 e, en segunda, P(A) = 0.3.

4.b) X = “temperatura maxima dun dia do mes de xullo”.

X —25
XoN@54) = Z=——>NOD.

Logo

21— 25 27.2 - 25
< —) =P(-1<Z <055)

P(21SX527.2)=P( 7 <Z<

=P(Z<055 —-P(Z<-1)=P(Z<055—-P(Z>1)

=P(Z<055) —{1—P(Z<1)}~0.7088 — 1+ 0.8413 = 0.5501

€ a probabilidade pedida. Espérase polo tanto que en 0.5501 x 31 = 17 dias do mes a

temperatura maxima estea comprendida entre 21°C e 27.2°C.

J 7175 |
0.2+ / E

2 -1 0 0.55 2

A area da zona raiada é igual & probabilidade pedida P(—1 < Z < 0.55).

10
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